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Le divergence d’un champ de vecteurs differentiable B par rapport a une mesure 
u a densid rtgulibre rend compte de I’action infinitesimal du flot associe au champ 
sur la mesure. Lorsque le flot est non-explosif on peut inttgrer cette formule et 
obtenir une formule de changement de variable pour la mesure u sous I’action du 
flot. Moyennant des hypotheses convenables, les poids dans la formule de 
changement de variable sont dand Lp (avec p > l), et les estimations apres 
changement de variable pourront ttre faites en utilisant I’inigalitt d’HBlder en 
partant d’hypotheses sur la norme L4 de B par rapport a la mesure u de depart. 
Ainsi, on obtiendra des theoremes qui, moyennant des estimations de B et de S,B 
dans les espaces Lp(u), permettent de conclure la non explosion Lebesgue presque 
partout du flat. Un des criteres de non-explosion obtenus sera utilise dans I’article 
suivant pour obtenir un resultat d’existence en dimension infinie. 
1. CARACT~RISATION DE LA DIVERGENCE 
1.1. DI~FINITION. Pour des mesures uj, o sur R” on definit lim faible 
uj = B si I &s, -+ J” 8 da pour toute fonction 0 E Ci, od C: est l’espace des 
fonctions C’ a support compact. 
1.2 
Dans tout l’article on ne considerera que des mesures de masse totale finie 
sur I?” ayant une densite ew par rapport a Lebesgue, oti w  E C’. p notera la 
mesure gaussienne standard sur R”. 
1.3. DEFINITION. Si B est un champ de vecteurs sur R” definissant un 
flot e(x), on pose div,B = u si la limite suivante existe: 
limrfa;lble f [(Uf), u - u] = uu oli u EL’(u). + 
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Soit W:(a) l’espace {u E L’(a): I(Vull E L’(a)} avec la norme I( uI/,? + 
1) Vz&. D’aprks les hypothkes considkrkes sur les mesures u (voir 1.2) on a 
W:(a) c Wf,,,,(R”) et, sur tout compact, les normes des deux espaces sent 
kquivalentes. Notons par WT,, les fonctions de Wf i support compact. On a 
le lemme suivant: 
1.4. LEMME. Wf.,(IR”) est dense duns W:(u). 
Dkmonstration. Soit (Dj(x) = rP(X/j>, oti fp est une fonction C” telle que 
~(x)=1si~~x~~~letrp(x)=Osi~~x~~~2.Siu~W~(u),onposeuj=u~cpi. 
Les fonctions Uj appartiennent i W:,,(IR”) et on a 11 uj - uIIw;(oj-,o. I 
1.5. DI~FINITION. Soit B: IH” A R n un champ de vecteurs dans L*(u). La 
divergence de B par rapport a u (si elle existe) est l’element 6,B E L’(u) qui 
verifie: 
\ 6,B . u do = \ (B I Vu) do 
pour toute fonction u E W:(u). 
1.6. LEMME. Soit B un champ de vecteurs de classe C2 sur IT” tel que 
B E L*(u). Alors, si div,B existe et appartient ci L*(u), on a 6,B = div, B. 
Rtkiproquement, si 6,B existe, div,B existe aussi et div,B = 6,B. 
Dimonstration. On a, pour toute fonction 8 E Ci 
lJrnf [jBd(U;),u-jBdu] + 
= l,i;rn~ [@(U;(x)) - O(x)] da(x) 
= 1 [$ (W:(x))) ] 
I=0 
d+) = j D, . 0 du(x) 
par Lebesgue, puisque VB est borne (et a support compact) et B, etant C2, 
est bornte sur les compacts. 
Supposons que div,B = u existe et appartient a L*(u). Alors 
I 1 v. Bdu=limt eWJf% 
= D,.Bdu= -(BIVB)du 
f J 
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pour tout 19 E C,. ’ D’apres le femme 1.4, si u E W:(o), u est limite pour la 
norme de W:(o) des fonctions dans W$R”) i support compact. Ces 
fonctions peuvent, a leur tour, etre approchees par des fonctions de CL par 
rapport a la norme de W:(a), d’ou Iu . u do = l (B 1 VU) do pour tout 
u E W:(o) et, par consequent u = 6,B. 
Supposons que 6,B existe. On a s 6, B . 0 do = 1 D, . B da = 
lim,dllO[.f 0 Wf’)* (T - l13 da] pour toute fonction 8 E Ci, c’est-i-dire, 
(6,B) . da = lim faible,,,( l/t) [ (UT), c - CT]. Alors div, B = 6, B. 1 
1.7. LEMME. Soit B un champ de vecteurs dam L’(u) et f une fonction 
C’ ci valeurs rkelles de telle sorte que jB E L’(u). Supposons que S,B existe. 
Alors, si f. 6,B - (B 1 Vf) E L’(u), on a: 
(i) 6,(f.B)=fS6,B-(BIVf). 
De plus, si f > 0 et si aroB existe aussi, on a: 
(ii) f. 6,B = S&B). 
Dkmonstration. Soit 8 E Cf. Comme V(jl3) = f Ve + 0 VA alors 
fBE W:(u) et on a: 
j (fd,B - (B I Vf )) 0 da = 1 (B I V(fe)) do - j” (B / Vf) 6’ da 
= 
c 
(jB 1 ve) do. 
Par densite, on a encore l’igalite entre l (fS,B - (B / Vf )) u da et 
1 (JIB I Vu) da pour tout u E W:(u), ce qui etablit (i). 
Quant a (ii), si u E W:(u), on a: 
j&B.fudu=/(BIVu)fdu=@BIVu)du. 1 
1.8. 
Notons par 6,B la divergence de B par rapport a Lebesgue, qui est donnee 
par -trace VB(x). Si do(x) = ewcx) dx (voir 1.2), on a l’expression explicite 
suivante: 
6,B = -(VW I B) - trace VB. 
En effet, d’aprb le lemme 1.7, 6,B = e-‘+ G,(eWB) = -e-“’ trace V(e”B) = 
-(VW ] B) - trace VB. 
En particulier, pour la mesure gaussienne sur R”, p, on a 6,B(x) = 
(B(x) ( x) - trace VB(x). On notera par 6B la divergence par rapport a ~1. 
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2. UNE FORMULE DE CHANGEMENT DE VARIABLE 
2.1. THI~OR~~ME. Soit B un champ de vecteurs de classe C3 SW R” 
depnissant un jlot non-explosif U:(x). Supposons que B E L*(u) et que 6,B 
existe. Soit k,(x) = exp(J^h G,B(V,(x)) d<). Alors, pour tout t E R, 
k, E L’(u), on a la formule: 
W% * da (x>= k,(x) et ( k,(x) da(x) = 1 da(x). 
Demonstration. D’aprbs le caracterisation de la divergence du lemme 1.6. 
on a 
-$Uf)* o~lirn~/ble~ [(Uf+,), CJ- (Uf)* a] 
= limkjble f [ (U$ (u:)* u - u ] 
= (Uf)* lim!aible $ [(Ut), cr -a] = (Uy)* (6,B . a). 
En effet, pour tout 13 E CJ, 
= 
I 
#(U:(x)) 6,B(x) da(x) 
car la fonction q(x) = ~(U:(X)) est une fonction de Ci (comme B E C3, 
UT(x) est un diffeomorphisme de classe C’). D’oti, 
-g Pm* u = (U;)* (6,B . a) = (6,B o U”_,)(U;)* u. (2.1) 
On pose f,(x) = (6,B o U!t)(x). Comme B E C3, on sait que 
d(UT), o = h(t, x) da(x), avec h et ah/at continues en (t, x). D’apris (2. l), 
(ah/&)(& x)u = f,(x) h(t, x)a, et, par consequent, (ah/&)(& x) = f,(x) h(t, x). 
D’autre part, s h(t, x) da(x) = I do(x) ( +co. On peut done conclure que 
& x> = ev (ji f&x) &) = exp (1: 6, B (U”_ [ (x)) d<) 
et que k,(x) = h(t, x) E L’(a). 1 
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Remarque. On peut Cnoncer le theoreme anterieur pour des champs B de 
classe C” detinissant des flots non-explosifs en remplacant 6, B par div, B. 
2.2. COROLLAIRE. Soit B un champ de vecteurs sur %?” vPriJiant les 
hypotheses du theoreme 2.1 et, en plus, tel que: 
(i) 3. > o jiPn exp0, 1 6,B(x)]) da(x) < +co. 
Soit k,(x) = exp(jb G,B(U?,(x)) d<). Si, pour tout t E IR, et pour p > 1, 
k,(x) E Lp(u), alors on a: 
09 II UPcG, l < C(M) pour t: I tj < M< I/pq, ou l/p + I/q = 1 et oti 
C(M) ne depend que de M, p et de la valeur de Pintegrale dans (i). 
Demonstration. Soit Z,(t) = 11 k, II&,,) = llRn exp(p It G,B(U!,(x) d<) 
da(x). Alors I,(t) = .lh ev(p I t I .k hA~~,W) &/I t I W4 G 
Ii (JR, exp(p 1 tl G,B(U!,(x)) da(x)))d</l t], d’apres l’inegalite de Jensen. 
D’ou, en appliquant le theoreme 2.1, on a: 
I,(t) (( (JR. exp(p ItI 6$(x)) 
. exp 
et, par l’inegalite d’HGlder, 
I,(t) G It 
0 
(,f IRn exp(pq I t I I VW0 M4) I” 
Soit Z,*(M) = max ,l,<MZp(t). On a Z,*(M) < C(M)[Z,*(M)]l’P oti C(M) = 
(JRln exp(pqM (d,B(x)I) da(x)) l/q < +co, si pqM < 1. Par hypothese, 
Z,(t) < +CO pour tout t E R. On deduit que [Z$(M)]‘-“P < C(M). Cornme 
p > 1, 1 - (l/p) > 0 et si pqM < L on a la majoration Z,*(M) < C(M)4. I 
3. THBOR~MES DE NON EXPLOSION 
On montre dans ce paragraphe les resultats de non explosion suivants: 
3.1. TH~OR~ME. Supposons que cr verifie Phypothese jRn I] x]]’ da(x) < 
+-a~. Soit B un champ de vecteurs sur IR * de telle sorte que: 
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(i) B E C3 et %I, > 0 jRn exp(L, IIB(x>ll) do(x) < sm, 
(ii) jqn exp@, I6,B(x)l) do(x) < +a~. 
Alors 1eJot U:(x) est d&i pour tout t E R, a-p.p. en x. En plus, si k,(x) = 
exp(jS ~,B(U’?,(x)) &I, on a 
(iii) (d(UF),a/do)(x) = k,( x ) , uvec k, E Lp(o) Vp, pour It I < r&Q,, p). 
3.2. TH~OR~ME. Si B est un champ de vecteurs C4 sur R” tel que 
BE L4(,u), VB E L3(u), et 6B E L”O(,u), alors U;“(x) est d&i pour tout 
t E R, p-p.p. en x. 
3.3. LEMME. Soit B un champ de vecteurs dans C’ n Lm(u) sur Ii”. 
Alors, pour tout t E R, leflot U:(x) est d$zni sur R”. 
Dbmonstration. 11 suflit de remarquer que U:(x) =x + J‘b B(UF(x)) dtJ, 
d’ou 11 UT(x)ll < llxll + It/ 11 B IIL33((1). Par consequent, le flot ne peut pas 
exploser dans un temps fini. 1 
3.4. DPmonstration du tht!ort?me 3.1 
3.4.1. On approche le champ de vecteurs par des champs du type: 
B,(X) = PI(X) ’ B(X) (3.1) 
avec (Dj(x) = V(X/j>, oti rp est la fonction considerte dans la demonstration du 
lemme 1.4. 
En particulier Bj est un champ C3 a support compact, et d’apris le lemme 
anterieur, il possede un flot global Up(x). Sa divergence, d’apres la formule 
(i) du lemme 1.7, veritie: 
Q/l > 0, 
J exP(A I doBj(x)I) WX) RRfl 
< (lRn exp(2~ l4JW) WG) “* 
X (.jwn ev@ IIfW)Il IIVVj(X))II Wx))) li2. 
Comme IIvPj(x>ll = (l/A IlVcpWll < maxxERn IIV@>ll = r, on a une 
estimation uniforme en j des integrales liRn exp(1 1 6,Bj(x)\) da(x) pour 1 < II I, 
oii A, = min(&/2, ;1,/2q). 
3.4.2. Les champs Bj verifient les hypotheses du theoreme 2.1. Soit 
k’;(x) = exp(lb 6,Bj( v”i&x)) dr). Montrons que ces fonctions sont dans tous 
les espaces LpQf) pour tout t. 
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Les Bj sont a support compact. Soit Oj = int{x: B,(x) = 0). Sur 0; on a 
Bj = 0 et, par consequent, Us = x. D’apres la formule de la divergence 
donnee dans 1.8, si x E Oj, 
6B,(Up(x)) = -(Bj(Up(x)) 1 Vw(Up(x)))-trace VBj(Up(x)) = 0. 
En particulier, la fonction k:(x) vaut 1 au dehors d’un compact de R” et, 
&ant donne que c’est une fonction continue, on i k!(x) E LP(a) pour tout 
p<+m. 
D’apres le corollaire 2.2, et d’apres les estimations uniformes en j des 
integrales JR” exp(1 1 d,Bj(X)l) da(x) (3.4. l), on obtient I/k& < C(M) pour 
I t I < M, oti C(M) ne depend pas de j, et si M < A, /pq. 
3.4.3. On a 
j sup lI~ll<R --M<I<M 
(1 U;“j(x>Ij’ da(x) < C(M, B) 
oti C(M, R) ne depend pas de j. (3.2) 
SUP-,+,<~<~II Wx)I12 <11412 + J?‘!Ml~/~~II V(x)ll’l dt 
(d;) (, ;g;j12 = 2(2$9(x) I B&(x))). 
et 
D’oti, d’apres la formule de 
changement de variable, on a 
i 
,,x,,<R -,“,“8,, II ~fWl* d@) 
ii 
M 





-M Rn IIxII IIBj(X)II k:‘(X) Wx) dt 
<R2i- i:, (jRn ibl12 d4x) j 1’2 . (jRn IPWII” do(x) j  “4 II k$ dt 
< Wf,R) si M<+l, =M, 
3.4.4. On sait que B, ttant de classe C3, definit in flot local UF. 
Soit T(x) le temps d’explosion de Us, c’est-a-dire, tel que 
lim t+T, t<T 11 u;(x>ll = + co. Supposons que sur un ensemble Q, u(Q) > 6 > 0, 
on a T(x) < M ,< MO, Vx E a. Supposons encore que 0 c {x: ([XII < R }. 
Soit j tel que j*6 > 2C(M, R), oti C(M, R) est donne par (3.2). On ,a 
U?(x) = U:(x) si ( Uf(x)( < j, d’aprb la definition des champs Bj. Soit A(x) 
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le premier temps oi ]( U:(x) (x)]] = j. Alors U%,,(x) = Uf(,.) (x). Si x E R on 
sait que ce J. existe et que J(x) < M. D’ou on a: 
ce qui contredit (3.2). 
Ainsi, on conclude que a-p.p. en x, le flot u:(x) est defini pour / t I < M, . 
3.4.5. Montrons maintenant la partie (iii) du theoreme. On remarque que 
l’on ne peut pas appliquer le theoreme 2.1 puisqu’on n’a pas d’explosion 
partout en x. 
Soit F une fonction continue bornee sur H”. Pour les approximations Bj de 
B considerees dans la demonstration de 3.1, on a la formule suivante: 
j. F( U;“i(x)) da(x) = j F(x) k:(x) da(x) 
mn w 
oti ~J;(x) = exp(& 6,Bj( U”jr(X)) dr) et oti 6,B, = cpjS,B - (B I Vcpj). Comme 
U?(x) = U:(x) pour j > j,, limj J F(UF (x)) &J(X) = J F(Uy(x)) h(x), si 
It I < M,. D’autre part, on a ]]k”;]],4<C(M,) pour It] <M,; comme 
6, Bj(UBj,(x)) -+j G,B(Uf$(x)) et d’apres le lemme de Fatou, la fonction 
k,(x) = exp(lb 6, B( U”_ Jx)) &) E L 4. En utilisant l’uniforme integrabilite des 
k{ et k, et la convergence ponctuelle k{(x) * k,(x) on peut appliquer le 
thiordme d’Egoroff pour montrer que k(+ k, dans L2(u). En particulier, on 
obtient: 
1 F@(x)) du(x) = I,. F(x) k,(x) do(x) pour /t] < M, 
rnn 
(on montre de facon analogue que k, E Lp pour 1 t / < &, p)). 
3.4.6. Soit t, < M,,. Le flot U:(x) est defini pour t E [-to, t,] a-p.p. en x. 
On considere les ensembles: 
A, = (x: U:(x) n’est pas dtfini pour tout t E [--t,, t,]}, 
A, = Ufo(A,), A-, = U!&l,), A, = UQA.-,), et A-,= UB_,JA,-,). On a 
a@,) = 0 et, d’apris 3.4.5, (U!,J,u et (U$*u sont absolument continues 
par rapport a u, d’oti u(A r) = a(,4 -r) = 0 et on deduit que, pour tout n, 
u(A,)=O. Soit IIs (-),‘?-,A,; u(H) = 0 et, d’apres la propriete de semi- 
groupe du flot, U:(x) est detini pour tout t sur HC. 1 
Remarque. La conclusion du corollaire 2.2 peut etre appliquee aux 
champs du theoreme 3.1. pour ] t] < q(&, p). 
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3.6. Dt!monstration du thkorime 3.2 
3.6.1. On detinit 
Vj(x) = l, si I/XII < j, 
-I/2 
llVBll* (tx)dt + 1 , si II4 >A 
oi f3 est une fonction C”, avec f?(O) = 0, 8(c) = 1 si < > 1 - a (a > 0) et 
O’(0) = 0. Soit a = sup{r E [0, I]: O(t) < t Vt < <}. 
On considere les champs 
Bj(X) = vi(X) ’ B(X)* (3.3) 
3.6.2. IIBj(x)ll < c, Vx E R” (la constante c depend, evidemment, de j). 
En effet, si [lx/l <j, cela est vrai parce que B E C’ et yj< 1. Si [lx/l >j, 
alors, 
lP(x)ll G IiB (hj) I/ + llxll (hi,,,,, IIWI (4 dt) 
< fig IIW>II + Ilxll (!-;,,,,, x ,,, ilVBli* (tx)dtj “2 
si on suppose j/II xl/ < a, c’est-a-dire, llxll > j/a, ce qu’on peut faire car, 
autrement on appliquerait de nouveau le fait que B, Ctant C’, est borne sur 
les compacts. Alors, (1 B(x)11 < Cj + (I/XII’ JA(j/llxl/) II VB II* (tx) dt + I)“*, d’ou 
la majoration 3.6.2. 
3.6.3. B,E C3; en effet, pour llxll > j, on a: 
T& Wjtx> = -+ (llxl12 I1 IIVB\I* (txjdt + 1 
@(j/llxll) 
x & (llxl2 i:,j,,,x,,, lIW12 (tx) dt) 
I 
-& (IIM J’ II VBll* WI dt , -W/llxll) 1 
=g (IlmJ~ij,,,x,,I IWII’ @XI dt 
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d’oti on voit que Bj E C’. &ant donnk que B E C4, on peut montrer par 
calcul direct que Bj E C’. 
3.6.4. Soit doj= yj’ dp. On a 6,B,= yj 6B. En effet, si 
UE W~(~~)cWj(,u), on a Iwj.sB.udoj=S6B.uda=S(BIVu)du= 
J”(BjIVu)duj. M on rons t que les mesures aj sont de masse totale finie. En 
effet, on montrera un peu plus, g savoir, que: 






La majoration (3.4) itant thidente, montrons (3.5); soit E > 0 assez petit; 
on a: 
i,. (lld2j; IWl12 @>df+ 1) 4-4x) 
I i 
El( 1 t El 
,<I+ Ip” II-4 2((1 +6)/E) d&) 
X 
ci (j 




IR” II-4 2((1 t&)/E) d&) 
1 






Pour tout t#O j,qnIIVBII 2(1+E)(r~) d/i(x) = SIRn I(VBl12”t”‘(x) 1/(2n)“‘” 
ew(- IIxII~/~~~) lltdx = Slrin IIVBII 2(1+E)(~) exp(- Ilxll’(l - t2)/2t2)) l/t dp(x) 
et, par conskquent, 
li ’ IIVBIl”‘+“‘(tx)dtdp(x) 0 P” 
dp(x))r’lti’] dt. 
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Comme VB E L3@), en choisissant E de telle sorte que 2( 1 + E’) < 3, il 
nous reste a montrer que 
Mais 
.I dt 
1o fll(l+&yl + E _ fy(~+E) < +a. 
3.6.5. D’apres le lemme 3.3, les champs Bj possedent des flots globaux 
Up(x). D’autre part, Bl E L2(uj) car 
B E L4(,u) par hypothese et g E L’(U). On peut done appliquer le 
theoreme 2.1 et on a 
d(U;i), uj 
daj (x> = w 
oti k;(x) = exp (11 6ojBj(uB,,(x)) &) . 
D’autre part, 
VL > 0, !itn eXP(J I ‘oiBj(x)I) doj(X) G I,,, exp@ / aB(x)I) w,: ‘(X> 44x) 
G ! I(” exp@ I @(x)I) g(x) 44) 
et, par consequent, on a une estimation uniforme en j des integrales 
.fu” exp(ll I dBj(X)l) doj(x). 
3.6.6. Montrons maintenant que les fonctions k{(x) sont dans tous les 
espaces Lp(oj). En effet, 
4 exp(p Itl lWll,~.> g(x> < +a. . iRn 
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D’aprh le corollaire 2.2 et d’apris les estimations uniformes des intkgrales 
.LexP(~ I 6Bj(x>l) d oJ x montrkes dans 3.6.5, on obtient Ilk{ll,,P(n,, < C(M) X 1 
pour 1 tl < M, oti C(M) est indtpendant de j. 




I /  Ufj(X)ll’ dOj(X) < C’(M, R) 
oti C’(M, R) ne dkpend pas de j. (3.6) 
En effet, (cf. 3.4.3), 
J ,,x,l<R -$<“yc M II uP(x)ll ’ daj(x) 




Il~(~)ll’ do,(x)) I” I/~~Il,.~(nj, dt 
<R2$2 j”, (j;., llxl18 44x) j ‘IX 
3.6.8. Soit T(x) le temps d’explosion de U:(x) et supposons que sur fi, 
p(G) > 6 > 0, on a T(x) < M, Vx E R. Supposons encore que R c 
{x: I(x(( <R}. D’apris la dkfinition des mesures duj, uj(12) > 6 > 0, Vj. 
So&j tel que j’s > 2C’(M, R). On a VP(x) = U:(x), si II UT(x)ll <j. Soit 
aussi J.(x) le premier temps oti II U$,,(x)ll = j. Alors U&(x) = U!,,,(x) et, 
si x E Q, on sait que ce A existe et vkrifie h(x) < M. Alors, 
i 
SuP II uP(x)II’ do,(X) >I II u$,,(x)II* do,(X) > j’s R -M<f<M I2 
ce qui contredit (3.6). Par consiquent, U:(x) est dktini pour tout t E R ,u-P.P. 
en x. I 
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4. CONTRE-EXEMPLES 
On donne deux exemples, trts simples, sur R*, de flots explosifs, qui 
montrent qu’on ne peut pas trop ameliorer les hypotheses des thloremes 3.1 
et 3.2. 
(I) Le champ C(x, y) = (x2, 0) est un champ explosif, C”, et tel que C 
appartient i tous les espaces Lp@), Sa divergence, X(x, y) =x3 - 2x, 
appartiennent aussi a tous les espaces Lp@). 
(II) Soit B(x, y) = (x2, (2x -x3) ey2’*(c - Jg e-‘*I* dl)), ou c est une 
constante. B est un champ de vecteurs C”, avec 6B = 0, et cependant 
explosif. Ce champ n’est pas dans L*(U). 
Considerons encore l’exemple suivant: 
(III) Soit B(x) = x d&it sur R”. Ah le flot U:(x) = e’x est non 
explosif. On a 6B(x) = /Ix/l* - n et, p ar consequent, B verifie les hypotheses 
du theoreme 3.1. Cependent, on n’a pas JR,, exp(l ISB(x)l) &(x) ( +co pour 
tout 1 > 0. 
